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1 Reguly dowodow w systemie dedukcji naturalnej

Zbior regul podzielony jest na reguty dostepne w rachunku zdan i reguty dla kwan-
tyfikatorow. Wykorzystane hipotezy, po ktérych wprowadzeniu zakoniczyliSmy
odpowiadajace im czgSci dowodu oznaczamy jako wykorzystane (np. przez v).
Przestanki jeszcze nie wykorzystane w dowodzie nazywamy aktywnymi. Poprawny,
skonczony dowdd nie moze posiada¢ aktywnych przestanek. Wprowadzone w
dowodzie aksjomaty sa od poczatku uznane za wykorzystane.

Prezentowany system nie jest minimalny. Regula eliminacji podwéjnej ne-
gacji mogtaby zosta¢ opuszczona bez utraty sity dowodowe;j.

1.1 Reguly rachunku zdan

* Powtérzenie formuty:

A
A
* Wprowadzenie koniunkcji (IN):
A As
AN Ay
* Eliminacja koniunkcji (EA):
Ay N Ay
A

dlai € {1,2}.



* Wprowadzenie implikacji (I—):

A — B.

* Eliminacja implikacji czyli modus ponens (E—):

A A—=B
5 )

* Wprowadzanie alternatywy (IV):

A
AV Ay
dlai € {1,2}.
* Eliminacja alternatywy (EV):
AV B
Hv
C
B Hv
C

* Przez | oznaczamy sprzecznosSC. Reguty dla L (sprzecznosci):

Ze sprzecznoSci wynika wszystko (E_L, ex falso quadlibet):

L

T



* Wprowadzanie sprzecznoSci (I.L):

A -A
T

* W logice klasycznej, w ktérej bedziemy pracowaé, negacja podlega jeszcze
nastgpujacym prawom (wystarczyltoby jedno z nich, zeby wyprowadzié po-
zostate):

— Eliminacja podwdjnej negacji (E——):

A
i

— Reguta dowodu nie wprost:

-B

A

— Prawo wylaczonego srodka. Mozemy dodac je jako aksjomat AV - A

lub jako regute:
A Hv
B
-A Hv
B
B



* Negacje w naturalnej dedukcji mozemy traktowac jako symbol pierwotny
ale mozemy takze zdefiniowaé negacje¢ —A jako A — L. System taki ma
mniej regul, gdyz zamiast regut opisujacych zachowanie negacji wykorzys-
tujemy reguly dotyczace implikacji oraz L. Wtedy reguta wprowadzania
sprzeczno$éi wynika z reguty modus ponens. Jesli jednak chcemy mied
site logiki klasycznej, to musimy zachowa¢ odpowiednik reguty opisujacej
prawo wylaczonego Srodka, lub eliminacj¢ podwdjnej negacji, lub prawo
Pierce’a.

1.2 Reguly dla kwantyfikatoréow

W regutach ponizej symbol ¢ jest dowolnym termem, a, b, c, . . . sa to state. Kiedy
piszemy, ze a jest nowq stala to oznacza, ze a nie pojawilo si¢ wczeSniej w
dowodzie. MOwimy, ze stala a jest dobra jesli nie pojawia si¢ w zadnej aktywnej
przestance w dowodzie.

* Reguta wprowadzania kwantyfikatora ogélnego (IV):

A(c)
Vo A(z)

gdzie c jest dobra stata oraz ¢ nie moze wystgpowaé w dolnej formule (czyli
zastepujemy w A(c) wszystkie wystapienia zmiennej statej ¢ przez x.

* Reguta eliminacji kwantyfikatora ogélnego (EV):

VrA(z)
A(t)

gdzie ¢ jest dowolnym termem. Regula nie ma zadnych ograniczen.

* Reguta wprowadzania kwantyfikatora egzystencjalnego (I13):

A(t)
JrA(x)’

gdzie ¢t jest dowolnym termem. Przy czym nie musimy w dolnej formule
zastgpowac wszystkich wystapieri termu ¢ na zmiennag x.



* Reguta eliminacji kwantyfikatora egzystencjalnego (EJ):

gdzie ¢ jest nowa stata, wprowadzona w hipotezie A(c) i ¢ nie wystepuje w
formule C .

2 Przyklady dowodow

W Internecie mozna znalez¢ trochg przyktadéw i oméwieri dowodéw w naturalnej

JrA(x)

dedukcji. Sporo przyktadéw znajduje si¢ np. na stronie:

http://www.danielclemente.com/logica/dn.en.html

Ponizej pare przyktadow ilustrujacych wykorzystanie regut dla kwantyfika-

toréw. Podaje nazwy tylko dla czesSci wykorzystanych regut.

Jesli pisze “z linii n” lub “z linii n, m” to oznacza, ze reguta wykorzystuje
wczesniejsze linie o tych numerach w dowodzie. Czasem pisz¢ “z hipotezy n”
zeby podkresdli¢, ze w tym momencie wykorzystujemy hipoteze z linii n, i przes-

taje ona by¢ aktywna.

1. JaVyA(z,y) — Yydz Az, y).

<N O L R WN

JaVyA(z, y)
VyA(e,y)
Alc,d)
JrA(z,d)
drA(z, d)
Vy3dzA(z,y)

JzVyA(z,y) — YydzA(z,y)

5

Hv
Hv

Ed z hipotezy 2
IV
I—-zh. 1



W linii 5 mogliSmy wprowadzi¢ kwantyfikator ogélny, bo d nie wystgpowato
w zadnej aktywnej hipotezie.

2. Dlaczego nie mozna udowdni¢ Vy3zA(x,y) — JxVyA(z,y).

Powyzsza formuta nie jest tautologia, wigc nie udowdnimy jej w zadnym
systemie, ktoéry dowodzi tylko tautologii. Zobaczmy gdzie pojawi si¢ prob-

lem w dowodzie w naturalnej dedukcji.

1 VydzA(z,y)
2 ?xA(x, c)
3 A(d, c)
4 hyfl(d, 0)
5 | WA(dy)
6 JaVyA(z,y)

H

EVzl1

Hv

IV z linii 3

Ed z hipotezy 3
I3 7 linii 5.

Na koncu notki znajduje si¢ informacja, gdzie w powyzszym dowodzie zna-

jduje sig blad.

3. VaVyA(z,y) = VzA(x, x).

1

2
3
4
5

VaVyA(x,y)
VgV A(c,y)

A(c, )

VrA(x,x)

Hv

EV z linii 1
EV z linii 2
IV z linii 3

VaVyA(x,y) — Ve A(z, x) I— z hipotezy 1.

Zauwazmy, ze w regule EV nic nie przeszkadza nam wprowadzi¢ dwa razy
ta sama stala, z czego powyzej skorzystaliSmy.

4. Przyklad na to, ze czasem nie chcemy zastgpowaé kazdego termu przez



zmienna w regule [3: xA(z, x) — JxIyA(z, y).

1 JrA(z, x) Hv

> || A(c, ) Hv

3 yA(c,y) I3 z linii 2

4 JrIyA(z, y) I3 z linii 3

5 Jz3yA(z, y) Ed z hipotezy 2
6 drA(x,zr) — JzdyA(x,y) I—zh. 1

Wyjasnienie do “dowodu” z punktu 2. Btad w “dowodzie” w punkcie 2 znajduje
si¢ w linii 4. Nie mozemy wprowadzi¢ kwantyfikatora ogélnego wykorzystujac
stalg d, gdyz stata ta wysgpuje w aktywnej (jeszcze wtedy) hipotezie z linii 3.



